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Zadanie 1. Miara borelowska µ na prostej zadana jest dystrybuanta̧ o wzorze

F (t) =





0; t < 0
1; 0 ≤ t < 1
t2; 1 ≤ t < 2
5; 2 ≤ t

Oblicz miarȩ µ(A) zbioru A = [0, 2) \ {1}.
ROZW.: Miara zbioru [0, 2) to

lim
t→2−

F (t)− lim
t→0−

F (t) = 4− 0 = 4,

a miara zbioru {1} jest 0, bo 1 jest punktem cia̧gÃlości dla F . Zatem szukana miara
wynosi 4.

Zadanie 2. W przestrzeni miarowej (X,F , µ) dany jest wstȩpuja̧cy cia̧g zbiorów
mierzalnych An o miarach skończonych. Niech A oznacza ich sumȩ. Udowodnij,
że funkcje charakterystyczne zbiorów An zbiegaja̧ wedÃlug miary do funkcji charak-
terystycznej zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy µ(A) < ∞.

ROZW.: Niech fn = 1An i niech f = 1A. Dla dowolnego ε < 1 zbiór

{x : |fn(x)− f(x)| > ε}

jest po prostu równy A\An. Ża̧dana zbieżność wdÃlug miary zachodzi wtedy i tylko
wtedy gdy µ(A \An) = µ(A)− µ(An) → 0. Jeśli µ(A) < ∞, to taka zbieżność jest
równoważna zbieżności µ(An) → µ(A), co jest zagwarantowane cia̧gÃlościa̧ miary z
doÃlu. Jeśli zaś µ(A) = ∞, to ponieważ wszystkie zbiory An maja̧ miary skończone,
mamy µ(A)−µ(An) = ∞ (dla każdego n) i ża̧dana zbieżność do zera nie zachodzi.

Zadanie 3. Na prostej dana jest miara borelowska µ speÃlniaja̧ca (dla dowolnego
zbioru borelowskiego A) warunek

µ(A) ≤ (λ(A))2,

gdzie λ oznacza miarȩ Lebesgue’a. Uzasadnij, że µ jest miara̧ zerowa̧.

ROZW.: Z warunku wynika, że jeśli λ(A) = 0, to µ(A) = 0. Czyli µ 4 λ. Niech f
bȩdzie gȩstościa̧ Radona-Nikodyma, tzn. µ = λf . Gdyby f nie byÃla funkcja̧ zerowa̧,
to istniaÃlaby staÃla dodatnia c i zbiór A dodatniej miary Lebesgue’a, na którym



f ≥ c. Niech B oznacza podzbiór zbioru A o mierze Lebesgue’a dodatniej lecz
ostro mniejszej od c (taki podzbiór istnieje, bo miara Lebesgue’a jest bezatomowa
i każdy zbiór zawiera podzbiór dowolnie maÃlej miary dodatniej). Teraz mamy

µ(B) =
∫

B

f dλ ≥ λ(B) · c > (λ(B))2,

sprzeczność.
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